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Реферат. Выполнено математическое моделирование геометрических и кинематических связей рабочей зоны одной 
из типовых секций станка для одновременной двусторонней абразивной обработки высокоточных линз малой жест-
кости (с тонким центром) в условиях свободного притирания. Получено аналитическое выражение для расчета ско-
рости скольжения в произвольно выбранной точке как на обрабатываемой, так и на обрабатывающей поверхностях. 
Поскольку в предлагаемой технологии одновременной двусторонней обработки колебательное движение совершают 
только обрабатывающие инструменты, причем выпуклый из них соединен с поводком жестко и совершает возвратно-
вращательное (колебательное) движение вокруг центра обрабатываемой сферической поверхности, а шарнирное со-
единение последнего с выходным звеном исполнительного механизма технологического оборудования реализуется 
посредством сопряжения шарового наконечника поводка со сферическим гнездом в выходном звене, то во избежание 
раскрытия стыка (локального нарушения контакта между притирающимися поверхностями инструмента и заготовки) 
длина поводка должна быть не менее определенного значения. Для выявления аналитической зависимости длины 
поводка инструмента от величины радиуса обрабатываемой сферической поверхности линзы и коэффициента трения 
в зоне контакта инструмента и заготовки рассмотрена схема действия сил при обработке вогнутых поверхностей линз 
малого радиуса кривизны в случае расположения инструмента сверху. Коэффициент трения, входящий в полученное 
выражение, определяли для случаев шлифования суспензиями микропорошков М40, М28, М10 на чугунных шлифо-
вальниках и полирования суспензией полирита на смоляном и пенополиуретановом полировальниках. При этом ис-
пользовали метод «наклонной плоскости», согласно которому заготовку из оптического стекла первоначально прити-
рали к инструменту соответствующей абразивной суспензией и, наклоняя инструмент с заготовкой, определяли угол 
в тот момент, когда заготовка начинала скользить по поверхности инструмента.   
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Abstract. A mathematical modeling of geometric and kinematic relations has been made in respect of an operational zone for 
one of the standard machine tool sections which is used for simultaneous double-sided abrasive  processing of highly-accurate 
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lenses with a small rigidity (with a thin centre) under free lapping conditions. An analytical expression has been obtained for 
calculation of a sliding velocity in an arbitrarily selected point either on a surface to be processed or on a processing surface. 
As the proposed technology for simultaneous double-sided processing presupposes oscillatory motion of only processing tools 
then in order to eliminate a joint opening  (a local  contact fault between lapping surfaces of a tool and a work-piece) length  
of a drive piece must be not less than a specified value. In this case a convex tool is rigidly connected with a drive piece and  
it makes  a reversing rotary motion (an oscillatory motion) around a centre of the processed spherical surface and a hinged 
joint of the centre with an output element of the technological equipment actuation mechanism is realized by transition of the 
drive piece ball end  with a spherical seat in the output unit. In order to reveal analytical dependence of tool drive piece length 
on radius value of the processed spherical lens surface and friction coefficient in the contact zone of the tool and a work-piece 
the paper has considered a flow pattern of force while processing concave surfaces of lenses having small radius of curvature  
in case when the tool is positioned at the top. The friction coefficient included in the obtained expression has been determined 
for grinding while using suspensions of М40, М28, М10 micro-powders in a cast-iron grinding instrument and polishing 
while using polyrhythm suspension   in a pitch and urethane-foam polisher. A method of the inclined plane has been used  
in this case and following the method a work-piece of optical glass has been initially lapped to the tool with the help of the 
appropriate abrasive suspension and the required angle has been determined at the moment when the work-piece started  
its sliding movement along the tool surface.  
 
Keywords: optical parts, mathematical modeling, technological equipment, operational zone, sliding velocity, friction coef- 
ficient, local error 
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вания рабочей зоны технологического обору-
дования для абразивной обработки оптических 
деталей, в том числе линз, является то, что эта 
обработка происходит по методу свободного 
притирания, при реализации которого припуск 
с заготовки снимается за счет ее проскальзы- 
вания относительно инструмента, или наобо- 
рот [1]. В рассматриваемом математическом 
моделировании такое проскальзывание харак-
теризуется скоростью скольжения (или путями 
трения) обрабатываемой поверхности относи-
тельно обрабатывающей [2]. Данная скорость – 
результирующая сложного движения инстру-
мента относительно заготовки, включающего  
в себя разные по величине скорости их враще-
ния вокруг собственной оси симметрии, и пе-
реносного (возвратно-вращательного) движе-
ния одной из притирающихся поверхностей [3].  
Поэтому задачей математического моделирова-
ния обработки по методу свободного притира-
ния является получение аналитического выра-
жения для результирующей линейной скорости 
скольжения в произвольно выбранной точке на 
поверхности детали с последующим определе-
нием скоростей в точках ее диаметрального 
сечения. 
 
Моделирование геометрических  
и кинематических связей 
 
Определим выражение для расчета скорости 
скольжения vМ в произвольной точке М зоны 
контакта инструмента 1 и сферической заго-
товки 2 (рис. 1) с радиусом кривизны R при  
обработке на рычажном шлифовально-поли- 
ровальном станке модели ШП. Вектор этой 
скорости запишем в виде 
 
н в ,М М Мv v v= −
  
                         (1) 
 
где н в в-вн в,М М М М Мv R v R v= ω × = ω × +
 
   
 – вектор 
абсолютной скорости соответственно нижнего 
и верхнего звеньев в рассматриваемой точке, 
вращающихся с угловыми скоростями ωн и ωв, 
причем ωв = (0,6–0,9)ωн [4]; МR

 – вектор, нача-
ло которого расположено в центре О кривизны 




 – вектор скорости возвратно-вращатель- 
ного движения верхнего звена. 
Из анализа рис. 1 видно, что центр С рабо-
чей поверхности верхнего звена (инструмент 1) 
в любой момент времени обработки принад- 
лежит, с одной стороны, сфере радиуса lАС  
с центром в точке А, с другой – сферической 
поверхности нижнего звена (деталь 2). Пересе-
чение двух сфер определяет окружность, плос-
кость которой перпендикулярна линии, соеди-
няющей их центры [5]. Таким образом, точка С 
в возвратно-вращательном движении переме-
щается по дуге окружности с центром на ли- 





 206 Наука 
техника. Т. 17, № 3 (2018)  и 
   Science and Technique. V. 17, No 3 (2018) 
То же самое можно сказать применительно 
к любой точке верхнего звена, а также плоско-
сти треугольника АВО. Угловую скорость это- 
го движения, вектор которой направлен вдоль 







v R= ω ×

   причем в-в ,ω = ∆  
 
где ∆ – угол между вертикальной плоскостью 
АХZ неподвижной системы координат АХYZ, 
ось АХ которой проходит через точку О и шар-
нир А, и плоскостью треугольника АВО, сторо-
на АВ которого представляет собой прямую, 
соединяющую шарнир А и центр шарового 
наконечника поводка верхнего звена. 
Если координаты центра шарика В поводка 
верхнего звена в системе координат АХYZ обо-







∆ = −                         (2) 
 









β =  − угол между прямы- 
ми ( )22 дAO Ol X h h R= + − +  и 2 25 6ABl l l= + , 
имеющими общее начало на оси симметрии 
шарнира А и проходящими через точку О  
и центр шарика В соответственно (рис. 2);  
ψ − угол, определяющий положение штанги  
в плоскости АХY; lOB = R + hB − расстояние 
между точкой О и шариком В; hд − расстояние 
от плоскости механизма шарнирного четырех-
звенника до шарнира А и базовой плоскости В 
установки нижнего звена станка соответствен-
но; hи − высота хвостовика 9 инструмента;  
l6 − длина поводка 6; l5 − длина штанги 5;  




Рис. 2. Размерная цепь рабочей зоны станка модели ШП 
при обработке деталей с неполными сферическими  
поверхностями: 1 – основание; 2 – кривошип; 3 – шатун;  
4 – рычаг со стойкой; 5 – штанга; 6 – поводок;  
7 – инструмент; 8 – деталь; 9 – хвостовик инструмента 
 
Fig. 2. Dimension chain of operational zone for ШП-machine 
tool while processing parts with incomplete spherical surface: 
1 – foundation bed; 2 – crankshaft; 3 – piston rod;  
4 – rod with mounting rack; 5 – guide bar; 6 – drive piece;  
7 – tool; 8 – part; 9 – tool shank 
 
Используя приведенные обозначения, вы-
ражение (2) можно записать в виде  
 
 
arcsin(ctg tg ).∆ = − β − ψ               (3) 
 
 
Установим связь между углами ψ и ψС, по-
следний из которых определяет положение штан-
ги верхнего звена в горизонтальной плоскости ху 
и согласно конструкции станка равен [6] 
 




Рис. 1. Расчетная схема для определения скорости  
скольжения в случае абразивной обработки линз  
по методу свободного притирания 
 
Fig. 1. Computational diagram for determination  
of sliding velocity in case of lens abrasive processing  
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Из рис. 1 видно, что 
 




ψ = =          (4) 
 
где yB − координата центра шарика В в гори-
зонтальной плоскости ху системы координат 
О′хуz, ось х которой проходит через центр кри-
визны О сопряженных поверхностей детали  
и инструмента, а точка О′ (рис. 1) является пе-
ресечением оси х с вертикальной осью вра- 
щения звена 4 (рис. 2) механизма шарнирного 
четырехзвенника. 
Для определения координаты yB запишем 
следующую систему уравнений: 
 
2 2 2 2
2 2 2 2
,
( ) ( ) ( ) ;
( ) ( ) ( ) ;
tg
B A B A B A AB
B O B O B O OB
B B C
х х у у z z l












  (5) 
 
где xA, yA, zA, xB, yB, zB, xO, yO, zO – координаты 
точек соответственно А, В, О в горизонтальной 
плоскости ху; zA = h – zO – hн + R − значение коор-
динаты zA. 
Запишем значения координат точек A, B, O: 
 
( )0,  0,  
,  
;
( ,  















С учетом этих координат система уравне- 
















x y z z l
x x y z l
y x
+ + − =

− + + =

= − ψ 
            (6) 
 
Решив систему (6), получим выражение 
 
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
0
 4  4 tg  
 2 –  4  –  
( ψ )
( ) ( )4 –   0,
B A A
B A A OB OB
Cx A z z





представляющее собой квадратное уравнение 
относительно xB, корнями которого являются: 
 
2 24 4; ,
2 2B B
b b ac b b acx x
a a
− + − − + +
= =  
 
где 
( ) ( )2 2 2 2 0 4 1  tg ; 2  4 ;ψ  CA Aa A z b AB z x= + + = −  
( )2 2 2 20  4 –  ;A OBc B z l x= −  
 
2 2 2 2
0 0 2 ;      .OB AB AA x B l l x z= = − − +  
 
Таким образом, при решении системы урав-
нений (5) получаем решения (1) (1) (1), ,( )B B Bx y z  и 
(2) (2) (2), ,( )B B Bx y z , для выбора нужного из кото- 
рых дадим им геометрическую интерпретацию. 
Побочные корни появились по той причине, 
что с точки зрения математики системе (6) удо-
влетворяет еще одно гипотетическое положе-
ние центра В шарового наконечника поводка 
ниже координатной плоскости О′хуz (рис. 1). 
Для этого побочного решения zB < 0. Поэтому 
из двух решений выбираем то, для которо- 
го zB > 0. Кроме того, из рис. 1 видно, что для 
побочного решения хB меньше, чем у искомого. 
Следовательно, хB можно выбрать из усло- 
вия (1) (2)max ,( ). B B Bх х х=  
Итак, для любого значения обобщенной ко-
ординаты ϕ2 известен угол ψС, зная который, 
с помощью (6) можно определить координа- 
ту уВ центра В шарового наконечника поводка. 
Тогда с учетом (3) и (4) представляется воз-
можным вычислить скорость возвратно-враща- 
тельного движения звена. 
 
Определение скорости скольжения 
 
Для определения скорости vM по форму- 
ле (1) необходимо записать проекции векторов  
в системе координат AXYZ и раскрыть соответ-
ствующие векторные произведения [7]. Данные 











−ω α ω β   
   ω ω −ω β ∆   















α − α   
   =
 ∆ 
 ω =







где 2 2 2(' a os )rc / 2AB AO OB AO OBl l l l lβ = − −  – угол между 
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 Θ ϕ + ϕ 
  
 = Θ ϕ + ϕ 
     Θ   
 – проекции век-
тора MR

 в горизонтальной системе координат 
Oxyz; R, н ,MΘ
н
Mϕ  – сферические координаты 
точки М в системе координат, жестко связан-
ной с нижним звеном станка; ϕн = ωнtн – угол 
поворота детали за время обработки t. 
Если исследуемая точка M принадлежит 
верхнему звену и задана сферическими коор-
динатами R, н ,MΘ
н
Mϕ  в жестко связанной с ним 
системе координат, то ее проекции XM, YM, ZM  












sin cossin 0 cos
0 1 0 sin sin ,













   
   = ∆ − ∆ ×   
   ∆ ∆   
 Θ ϕ + ϕ′ ′β β  




где ϕв = ωвt – угол поворота верхнего звена во-
круг своей оси за время обработки t. 
Используя изложенное и равенство (1), 
можно рассчитать скорость скольжения в про-
извольной точке M как нижнего, так и верхнего 
звеньев, т. е. детали и инструмента.  
 
Определение коэффициента трения 
 
При абразивной обработке выпуклых по-
верхностей линз по классической технологии 
заготовку детали закрепляют на шпиндель 
станка, а инструмент в виде чашки устанавли-
вают на вращающуюся линзу и сообщают ему 
колебательное движение [8]. Если же необхо-
димо обработать вогнутую поверхность линзы, 
на шпиндель станка помещают инструмент в 
виде гриба, по поверхности которого переме-
щается заготовка. В обоих случаях соединение 
выходного звена исполнительного механизма 
станка как с обрабатывающим, так и с наклееч-
ным инструментами осуществляется с помо-
щью поводка, шаровой наконечник которого 
входит в сферическое гнездо хвостовика упо-
мянутых инструментов. 
В предлагаемой технологии одновременной 
двусторонней обработки колебательное движе-
ние совершают только обрабатывающие ин-
струменты, причем выпуклый из них соединен 
с поводком жестко и совершает возвратно-
вращательное (колебательное) движение вокруг 
центра обрабатываемой сферической поверхно-
сти, а шарнирное соединение последнего с вы-
ходным звеном исполнительного механизма 
технологического оборудования реализуется 
посредством сопряжения шарового наконечни-
ка поводка со сферическим гнездом в выход-
ном звене. При этом во избежание раскрытия 
стыка (локального нарушения контакта между 
притирающимися поверхностями инструмента 
и заготовки) длина поводка должна быть не 
менее определенного значения [9], для уста-




Рис. 3. Схема действия сил при обработке  
вогнутых поверхностей линз малого радиуса кривизны  
в случае расположения инструмента сверху 
 
Fig. 3. Scheme of force action while processing  
concave surfaces of lenses having small radius of curvature  
when tool is in upper position 
 
На рис. 3 приведена схема действия сил в 
крайней точке диаметрального сечения ин-
струмента 1, контактирующего со сферической 
поверхностью радиусом R линзы 2. Рассматри-
вается момент, когда к поводку 3 приложена 
сила Qв, создающая необходимое давление  
в зоне контакта притирающихся поверхностей, 
и сила Qг, перемещающая инструмент в данном 
случае влево. В результате действия этих сил  
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инструмента точке А контакта инструмента  
с заготовкой возникают силы реакции 21
уF =  
ВQ= и Г21
хF Q= , равнодействующая кото-
рых 2 221 21 21( ) ( )
х уF F F= +  может быть раз-
ложена на силу трения Fтр21 и нормальную си- 
лу N, причем N = F21cosϕ (где ϕ = arctgf − угол 
трения; f − коэффициент трения). Наличие си- 
лы N приводит к появлению момента тре- 
ния Мтр = fNR, который для движения инстру-
мента по обрабатываемой поверхности без рас-
крытия стыка должен быть меньше момента 
движения дв г 'М Q h=  (где 'h  – расстояние от 
центра О обрабатываемой сферической по-
верхности детали до точки О′  контакта шаро-
вого наконечника поводка 3 со сферическим 
гнездом в выходном звене исполнительного 
механизма станка 4). Кроме того, момент дви-
жения должен преодолевать также момент от 
вертикальной силы Qв: Mв = Qвd/2 (где d – диа-
метр вогнутой поверхности линзы). Следова-
тельно, Mдв > Мтр + Мв, т. е. г в' 0,5 .Q h fNR Q d> +  
Отсюда  
 
В0,5 ' .fNR Q dh
Q
+
=                     (8) 
 
Коэффициент трения f, входящий в (8), 
определяли для случаев шлифования суспензи- 
ями микропорошков М40, М28, М10 на чугун- 
ных шлифовальниках и полирования суспензией 
полирита (окись церия) на смоляном и пено- 
полиуретановом полировальниках. При этом ис-
пользовали метод «наклонной плоскости» [10], 
согласно которому заготовку из оптического 
стекла К8 размером 60×10 мм первоначально 
притирали к инструменту (шлифовальнику или 
полировальнику) соответствующей абразивной 
суспензией и, наклоняя инструмент с заго- 
товкой, определяли угол α в тот момент, когда 
заготовка начинала скользить по поверхности 







 – скатывающая сила). 
Согласно рис. 4, cк sin cosF mg N mg= α, = α

 




Рис. 4. К определению коэффициента трения стекла  
по металлу по методу «наклонной плоскости» 
 
Fig. 4. Determination of glass-metal friction coefficient  










                         (9)
  
Рассчитанные по (9) значения коэффициен-
та трения f для вышеотмеченных случаев шли-
фования и полирования деталей из оптического 
стекла в условиях свободного притирания при-
ведены в табл. 1. 
Таблица 1 
Значения коэффициента трения 
 
Values of friction coefficient 
 
Суспензия микропорошка Полировальник 
М40 М28 М10 смоляной пенополи- 
уретановый 




1. В результате выполненного математиче-
ского моделирования рабочей зоны станка для 
одновременной двусторонней абразивной об-
работки линз в условиях свободного притира-
ния представляется возможным определить 
критерии эффективного формообразования вы-
сокоточных оптических деталей, обеспечива-
ющих наилучшие количественные и качествен-
ные показатели процесса. 
2. Установленные значения коэффициентов 
трения на границе между стеклом и инструмен-
том с нанесенной на его рабочую поверхность 
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длину поводка инструмента, при которой не 
происходит раскрытие стыка между притира-
ющимися поверхностями, что способствует по-
вышению качества деталей за счет исключения 
на их исполнительной поверхности локальной 
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